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概要
Oeljeklaus-Toma 多様体は数論的に構成され, その一部は局所共形 Kähler可解多様体の族を
与える. この構成では, meta-abelian Lie 群であって左不変局所共形 Kähler 構造を持つものと
その格子が同時に与えられる. 本研究ではその逆, ある種の meta-abelian Lie 群であって左不
変局所共形 Kähler構造を持つものが格子を持つとき, それは Oeljeklaus-Toma多様体の構成に
よって得られることを示した. この結果は Oeljeklaus-Toma 多様体の幾何学的特徴付けを与え
ると同時に, 数論的構成が格子の存在を議論するにあたって普遍的な手法であることを示唆して
いる.

1 局所共形 Kähler多様体
複素多様体 (M,J) の上の計量 g であって, その基本形式 ω(·, ·) = g(J ·, ·) が dω = 0 を満たすも

のを (M,J)上の Kähler計量といい, (M,J, g)を Kähler多様体という. 複素多様体論における主な
研究対象はコンパクト Kähler多様体である. しかしここ十数年でコンパクト非 Kähler多様体, つま
りいかなる計量をもってしても Kähler多様体とはならないコンパクト複素多様体の研究に注目が集
まっている.

Kähler性を少し弱めた計量を定義する.

定義 1.1. 複素多様体 (M,J) 上の計量 g が局所共形 Kähler (locally conformally Kähler, LCK)

とは, あるM の開被覆 {Ui}i∈I と実関数族 fi ∈ C∞(Ui)が存在して, e−fig が Ui 上で Kählerとな
ることである.

e−fig の基本形式は e−fiω なので, これが Kähler となることは d(e−fiω) = 0 すなわち dω =

dfi ∧ ω と同値である. よって Ui ∩ Uj 上で dfi ∧ ω = dfj ∧ ω となるが, ω は非退化なので dfi = dfj

となり, これらは張り合ってM 上の閉形式 θ を定める. これにより以下がわかる.

命題 1.2. 複素多様体 (M,J)上の計量 gが LCKであることは, ある閉形式 θが存在して dω = θ∧ω

となることと同値. この θ は一意に定まり, Lee形式と呼ばれる.
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古典的に知られているコンパクト非 Kähler 多様体の例として Hopf 多様体がある. これは LCK

多様体の典型例である.

例 1.3. λ ∈ Cを |λ| > 1をみたす複素数とする. Zから X = Cn\{0}への作用を k · z = λkz と定
め, この作用による商多様体 X/ZをHopf多様体という. Hopf多様体の 1次ベッチ数は 1であり,

コンパクト Kähler多様体の位相的制約から, これは Kähler多様体になり得ない. g を Cn 上の標準
エルミート計量の X への制限とする. X 上の実関数 Ψ(z) = |z|−2

: X → R>0 について, Ψg は Z
の作用について不変となる. よって X/Z上の計量を定め, 構成からこの計量は LCK計量となる.

古典的に知られている多くのコンパクト非 Kähler多様体に LCK構造が入ることが知られており,

非 Kähler 多様体論において LCK 多様体論は重要な位置を占める. LCK 構造のうち Lee 形式が平
行なもの, つまり ∇ を Levi-Civita 接続としたときに ∇θ = 0 となるものを Vaisman 多様体とい
う. 古典的に知られている多くの LCK 多様体, 例えば Hopf 多様体などは Vaisman 多様体となる.

Vaisman多様体はよく研究されているが, Kähler多様体上での理論の類似を考えるという文脈の研
究が多い. LCK多様体論においては Vaismanという仮定はかなり強く, 例えば LCK多様体を調べ
るための多くの不変量が自明となってしまう. 以上の理由により, Vaisman構造の入らない LCK多
様体を構成することは重要である.

2 冪零多様体
この章ではコンパクト非 Kähler多様体を構成する典型的な方法を紹介する. Gを連結かつ単連結

な冪零 Lie群とし, Γをその格子, つまり Gの離散部分群で Γ\Gがコンパクトとなるものとする. こ
のとき多様体 Γ\G を冪零多様体という. 冪零多様体が Kähler 多様体になるのはトーラスの場合に
限ることが知られている [BG88][Has89]. よって Gとして非可換なものをとり, J を左不変複素構造
とすればコンパクト複素多様体 (Γ\G, J)が定まり, これは非 Kähler多様体となる.

Gの左不変複素構造 J は Gの Lie代数 gに定まる複素構造 J と対応する. ここで Lie代数 g上の
複素構造 J とは, J ∈ End gであって J2 = − idかつ可積分条件

[X,Y ]− [JX, JY ] + J [X, JY ] + J [JX, Y ] = 0, X, Y ∈ g

を満たすものである. 以上より, 非可換な冪零 Lie代数 g, その上の複素構造 J , そして対応する単連
結 Lie群 Gの格子 Γを見つければ, コンパクト非 Kähler多様体を得ることができる.

例 2.1. 可換環 Rに対し Heisenberg群 H3(R)を

H3(R) :=



1 x z

0 1 y

0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣x, y, z ∈ R


と定める. このとき G = R×H3(R)は 4次元冪零 Lie群を定める. これは Γ := Z×H3(Z)を格子
として持つ. 対応する Lie代数 gは, その生成元を T,X, Y, Z として

[X,Y ] = Z



という Lie括弧積により定義される. このとき JX = Y , JT = Z によって gの複素構造が定まる.

これによって定まるコンパクト複素多様体 (Γ\G, J) を小平-Thurston多様体といい, Kähler計量
を持たないことが知られている.

上記の例を見ると, Gの構造がよく分かっていれば格子を構成するのはさほど難しくないように感
じられる. 実際, 冪零 Lie群の格子の存在に関する必要十分条件として以下が知られている.

定理 2.2 ([Mal49]). 単連結冪零 Lie群 Gが格子を持つための必要十分条件は, 対応する Lie代数 g

の基底 {ei}ni=1 であって構造定数 [ei, ej ] = ckijek が全て有理数となるものが存在することである.

この定理を用いれば Gに格子が存在するかどうかはすぐに判定できる. このようにして, 冪零多様
体によってコンパクト非 Kähler多様体の例をたくさん構成することができる. Gの左不変 LCK計
量 g を考えれば (Γ\G, J, g)という LCK多様体が得られる. 複素構造のときと同様に, これは Lie代
数 g上の LCK構造と対応する. しかし次の命題が示すように, LCK多様体論における重要な例を得
るためには冪零多様体を考えるだけでは不十分である.

命題 2.3 ([Saw07]). 冪零 Lie代数 gに入る LCK構造は全て Vaismanとなる.

つまり上記の構成によって得られる冪零多様体は全て Vaisman多様体になってしまう. 例えば例
2.1には LCK構造が入るが, これは Vaismanとなる. コンパクト LCK多様体であって Vaismanで
ないものを得るには, より広いクラスの Lie群を考える必要がある.

3 可解多様体
冪零 Lie群より広いクラスとして可解 Lie群を考える. Gを連結かつ単連結な可解 Lie群とすると,

冪零 Lie群のときと同様に議論を進めることができる. 格子 Γが存在したとき多様体 Γ\Gを可解多
様体という. これが Kähler多様体になる場合は簡単なケースに限ることが知られている [Has06]. 対
応する Lie代数 g上の LCK計量 g をとることでコンパクト LCK多様体 (Γ\G, J, g)を得ることが
でき, これは Vaismanになるとは限らない. 可解多様体であって非 Vaisman LCK 多様体となるも
のを構成するまであと一歩のように見えるが, ここで難所となるのが格子の存在である. 可解 Lie群
についてはその格子の存在の判定が非常に難しく, 具体的な可解 Lie群の格子を構成するだけでも重
要な研究結果となる. 例えば以下のように非常に簡単な可解 Lie群でさえ, その格子の構成は非自明
である.

例 3.1. G = R ⋉ϕ R2 を 3 次元可解 Lie 群とする. ここで φ : R → Aut(R2) は以下のよう定義さ
れる;

φ(x) :=

ex 0

0 e−x

 .

行列M ∈ SL(2,Z)であって相異なる 2つの正の固有値 λ, λ−1 を持つものをとる. P ∈ GL(2,R)を
その対角化行列, つまり P−1MP = diag(λ, λ−1) を満たす行列とする. この時

Γ := ((log λ)Z)⋉ϕ (P−1Z2)



は Gの格子となる.

上記のように, G = Rm ⋉ϕ Rn という形をした可解 Lie群をmeta-abelianという. 対応する Lie

代数 g = Rm ⋉dϕ Rn についても meta-abelianと呼ぶ. 実は meta-abelian Lie群のうち, nilradical

が Rn に一致するものについては, 上記の例におけるテクニックがそのまま格子の存在の必要十分条
件となる. nilradicalが Rn に一致するとは, X ∈ Rm ⊂ gであって dφ(X)が nilpotentなものが 0

に限ることをいう.

命題 3.2. meta-abelian Lie群 G = Rm ⋉ϕ Rn について, その nilradicalが Rn とする. Gが格子を
持つとき, 格子 Γ1 ⊂ Rm と正則行列 P ⊂ GL(n,R) が存在して

Pφ(X)P−1 ∈ SL(n,Z), for all X ∈ Γ1

となる. このとき
Γ := Γ1 ⋉ϕ (P−1Zm)

は Gの格子となる.

さて, 可解 Lie代数 gとその上の非 Vaisman LCK構造 J, g および対応する Lie群 Gの格子を構
成することはできるだろうか. 驚くべきことに, 数論的考察を用いることで難なく構成できてしまう.

これが次章で紹介する Oeljeklaus-Toma多様体である.

4 Oeljeklaus-Toma多様体
Oeljeklaus-Toma 多様体 (OT 多様体) は井上曲面の高次元化として知られる. 井上曲面はもとも
と 1974 年にコンパクト非 Kähler 曲面の研究の中で構成された多様体の族であり, その定義に数論
的考察は含まれていない [Ino74]. しかし Oeljeklausと Tomaはその構成を数論的に捉え直し, 2005

年に井上曲面の高次元化に成功した [OT05]. 井上曲面は非 Vaisman LCK構造を持つことが知られ
ていたが, 高次元化された OT多様体についても, その一部は非 Vaisman LCK構造を持つ. さらに
2013年には糟谷 [Kas13]によって, OT多様体が meta-abelian Lie群による可解多様体の構造を持
つことが示された. このようにして OT多様体は, LCK 多様体論において最も重宝される多様体の
族となった. 以下ではその構成について述べる.

f ∈ Q[x] を n 次の有理係数既約モニック多項式とする. f は s 個のの実根と 2t 個の複素根を持
つとする. ここで s, t ≥ 1 を仮定する. K := Q[x]/(f) とすると K は n = s + 2t 次の代数体とな
る. x に f の根を代入するという操作から, K の実埋め込み σ1, . . . , σs : K ↪→ R と複素埋め込み
σs+1, . . . , σs+2t : K ↪→ C が定義される. 添え字を入れ替えて σs+i = σs+t+i としておく.

OK を K の代数的整数環, つまり最小多項式として整数係数モニックなものがとれるような K の
元全体とする. OK ⊗Z Q ' K なので, アーベル群としてのランクは nとなる. O×

K を OK の単数群
とする. この群には捩れが存在するが, それらを取り除くように O×

K の部分群 O×,+
K を以下のように

定義する;
O×,+

K := {a ∈ O×
K | σi(a) > 0 for all 1 ≤ i ≤ s}.



さて, H := {z ∈ C | Im z > 0} を上半平面とする. 作用 OK ↷ Hs × Ct を, a ∈ OK に対し

Ta(w1, . . . , ws, z1, . . . , zt) := (w1 + σ1(a), . . . , zt + σs+t(a))

と定義する. また作用 O×,+
K ↷ Hs × Ct を, u ∈ O×,+

K に対し

Ru(w1, . . . , ws, z1, . . . , zt) := (σ1(u) · w1, . . . , σs+t(u) · zt).

と定義する. この 2つの作用により, 作用 (O×,+
K ⋉OK) ↷ Hs × Ct が定まる.

さて, O×,+
K の群構造は Dirichletの単数定理により記述される.

定理 4.1 (Dirichletの単数定理). 埋め込み

log : O×,+
K ↪→ Rs+t

u 7→ (log σ1(u), . . . , log σs(u), log |σs+1(u)|2 , . . . , log |σs+t(u)|2)

について, その像は H := {x ∈ Rs+t |
∑s+t

i=1 xi = 0} 内の格子をなす.

特に, O×,+
K のランクは s+ t− 1となる. 作用 (O×,+

K ⋉OK) ↷ Hs × Ct を離散的にするために,

より低いランクの部分群 U ⊂ O×,+
K をとる必要がある.

定義 4.2. prRs : Rs+t → Rs をはじめの s個の座標への射影とする. ランク sの部分群 U ⊂ O×,+
K

で prRs(log(U))が Rs 内の格子となるものを admissibleという.

Dirichlet の単数定理により, admissible となる U は常に存在することがわかる. Oeljeklaus と
Tomaは, U が admissibleであるとき作用 (U ⋉OK) ↷ Hs × Ct が固有不連続かつ商多様体がコン
パクトであることを示した. この商多様体が OT多様体である.

定義 4.3. 代数体K とその admissible群 U ⊂ O×,+
K によるOT manifoldとは, 商多様体

X(K,U) := Hs × Ct/(U ⋉OK).

のことである. (s, t)をこの OT多様体のタイプという.

井上曲面はタイプ (1, 1)の OT多様体である. OT多様体の LCK構造について, 以下が成立する.

命題 4.4 ([OT05]). タイプ (s, 1)の OT多様体は LCK構造を持つ.

Proof. Hs × C上の計量 g を s個の Poincaré 計量と 1つの Euclid 計量の積として定める. 実関数
Ψ: Hs × C → R>0 を

Ψ(w1, . . . , ws, z) := (Imw1) · · · (Imws)

として定めるとΨgは U⋉OK 不変な計量となり, Hs×C/(U⋉OK) 上の計量を定める. gはKähler

なので, この計量は LCKである.

逆に LCK 構造を持つ OT 多様体のタイプは (s, 1) に限ることも最近示された [DV23]. また OT

多様体に入る LCK構造は Vaismanになり得ない [Kas13].



5 OT多様体の可解多様体としての構造
OT多様体は可解多様体の構造をもつ. より詳しく, 以下が成立する.

定理 5.1. タイプ (s, t)の OT多様体 X(K,U)に対し, Hs × Ct に可解 Lie群の構造をうまく入れて
Gとする. 埋め込み ι : U ⋉OK ↪→ Gであってその像が Gの格子 Γとなっているものが存在し,

Hs × Ct

L(u,a)

��

G

Lι(u,a)

��
Hs × Ct

⟲

G

が可換となる. ここで L(u,a) は (u, a) ∈ U ⋉OK による Hs ×Ct への作用. Lι(u,a) は ι(u, a) ∈ Γを
Gに左からかける作用である.

具体的にどのような群構造を入れるかは省略する. Gはmeta-abelian Lie群となり, 以下のような
構造を持つ.

定義 5.2. 複素行列 C = (cij)ij ∈ Matt×s(C)に対し dφC : Rs → End(Rs × Ct)を

dφC(t1, . . . , ts) = diag(t1, . . . , ts, (

s∑
j=1

cijtj)
t
i=1),

と定める. このとき C に付随する OT-like Li代数を gC := Rs ⋉dϕC
(Rs × Ct) と定める. 対応す

る単連結 Lie群を GC とかき, OT-like Lie群という.

定理 5.3 ([Kas13]). タイプ (s, t) の OT 多様体 X(K,U) に対しある C ∈ Matt×s(C) が存在し,

X(K,U)は OT-like Lie群 GC をある格子で割った可解多様体となる.

任意の C ∈ Matt×s(C) に対し Lie 群 GC を定義できることに注意. つまり OT 多様体の構成は,

GC が格子を持つような C を数論的に与える方法と言える.

以下, OT-like Lie代数であって LCK構造をもつものについて考察する. まず以下が成立する.

命題 5.4. C ∈ Matt×s(C) に付随する OT-like Lie 代数 gC について, Re cij = −1/2 が全ての i,j

について成立するとき, gC は非 Vaisman LCK構造を持つ. このような gC を LCK OT-like Lie

代数という. 対応する Lie群 GC を LCK OT-like Lie群という.

このような C はたくさんあるので, 任意のタイプに対し非 Vaisman LCK構造を持つ Lie代数をた
くさん構成できたことになる. これらに付随する Lie群の格子を見つけることができれば非 Vaisman

LCK 構造を持つ可解多様体が得られる. C がタイプ (s, 1) の OT 多様体から作られる行列であれ
ば, 付随する Lie群には格子が存在する. ではOT多様体から構成される C の他に, LCK OT-like

Lie群であって格子を持つものは存在するだろうか. 答えは No, つまり LCK OT-like Lie群が格子
を持つこととそれが OT多様体から構成されることは同値である.



6 主定理
定理 6.1. C ∈ Matt×s(C)であって, 全ての i,j について Re cij = −1/2となるものをとる. GC が
格子を持つならば t = 1となり, あるタイプ (s, 1)の OT多様体 X(K,U)が存在し C はこの OT多
様体から構成される.

証明はほぼ全て代数的な議論による. ここでは証明の概略を述べる. 行列 C から得られる Lie 群
GC とその格子から何らかの代数体K を構成する必要があり, ここが最も非自明である.

Lie 群 GC は格子を持つので, 命題 3.2 によれば格子 Γ ⊂ Rs と正則行列 P ⊂ GL(n,R) が存在
して

PφC(X)P−1 ∈ SL(n,Z), for all X ∈ Γ.

となる. よって SL(n,Z)の部分群 U が

U := {PφC(X)P−1 ∈ SL(n,Z) | X ∈ Γ}.

と定まる. これはランク sの自由アーベル群となる. φC(X)は対角行列なので, A ∈ U に対し

P−1AP = diag(µ1
A, . . . µ

s
A, λ

1
A, . . . , λ

t
A)

とかける. X ∈ Rs の座標表示は A = PφC(X)P−1 としたとき (log µ1
A, . . . , log µ

s
A)である. よって

Γが格子をなすとは {(log µ1
A, . . . , log µ

s
A) ∈ Rs | A ∈ U} が Rs の格子をなすということである.

この状況から環K = Q(U)が体になることを示すことができる. U は O×,+
K の admissible部分群

となり, OT多様体 X(K,U)から定まる可解 Lie群 Gを考えるとこれは GC と同型となる.

7 応用
LCK OT-like Lie群が格子を持つときにそれが OT多様体の構成から得られることは示されたが,

この LCK OT-like Lie群とはどのくらい特殊な Lie群だろうか. 本研究ではこの Lie群の幾何学的
特徴付けも与えた.

定理 7.1. meta-abelian Lie代数 g = Rm ⋉dϕ Rn が, 非 Vaisman LCK構造を持つとする. このと
きm ≤ 2なら, gはある LCK OT-like Lie代数と同型になる.

m > 2については未解決であり, 本研究は以下の部分的な結果に留まる.

定理 7.2. meta-abelian Lie代数 g = Rm ⋉dϕ Rn が, 非 Vaisman LCK構造を持つとする. このと
き g = JRn + Rn なら, gはある LCK OT-like Lie代数と同型になる.

8 今後の研究について
左不変な非 Vaisman LCK構造をもつ可解 Lie群とその格子を見つける研究は, 格子を扱う難しさ

からほとんど進展がなかった. 今回の研究結果により, 例えば可解 Lie群が Rm ⋉dϕ Rn (m ≤ 2) と



いう形をしている場合には完全に解決されたことになる.

本稿の内容からわかるように, このような研究は

(i) 可解 Lie代数であって非 Vaisman LCK構造を持つものの分類
(ii) そのような Lie代数に付随する Lie群の格子の存在性

からなる. 本研究においては (i)が定理 7.1, (ii)が定理 6.1に対応する. 現状として, まず (i)に関す
る進展はほとんどない. 多くの研究において考えている Lie代数のクラスが狭く, また結論は「この
ようなクラスの Lie代数のうち非 Vaisman LCK構造を持つものは存在しない」である. Lie代数の
レベルで存在しないので, そもそも (ii)へ議論が進む余地がない.

[AO18] では g = R ⋉ Rn の場合について考察されている. (ii) についても議論することで n = 3

を結論付け, 最終的には井上曲面が得られることを示している. しかしこの議論において OT多様体
は現れないため, 本研究は [AO18]の結果を OT多様体の構成と関連付け, 拡張を行なったものと言
える.

当然, meta-abelianというクラスは可解 Lie群全体の中ではごく一部である. より広いクラスの可
解 Lie群について (i)を考察することで, 新たな非 Vaisman LCK可解 Lie代数が発見される可能性
がある. そこからさらに格子の存在が示されると, OT多様体に代わる新たな例が発見されることと
なる. このような例が今後発見されるのか, あるいは OT多様体以外には存在しないのか, 筆者は前
者を予想しているが, 後者だとしたらそれは非常に面白い事実だと思う.
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